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I-3. 


Scopo di questo seminario è di elencare qualche risultato sulla geo 
metria delle bicaratteristiche per operatori iperbolici a caratteristiche doppie. 
Per una tale classe di operatori i risultati di buona posizione del problema di 
Cauchy e di propagazione delle singolarità vengono ricavati utilizzando stime a 
priori che sono molto sensibili alla geometria dell'operatore; è quindi interes 
sante sapere se, "a livello di curve bicaratteristiche", vi è interazione tra 


la parte "semplice" della varietà caratteristica e quella "doppia". 


Nel seguito considereremo un simbolo omogeneo di grado due nelle 


variabili (x,&) T* R"\o si KE (Corno) sk (ka e del tipo 
(1) pixsE) = ei ta (ae e + ae) 
? Co) a D) E 
definito per (x,E) E T*9, 9 aperto di gra iperbolico rispetto a 50? ossia 
' 2 ' 
(2) da (x,E') + aj(x,E') = 0. 


>.ifpe SUA s + SPIA 
Porremo Dai {p=0, dp= 0} , DI {p=0 , dp=0}, Bj dE dx © dx DE Le 


curve bicaratteristiche sono le curve integrali di Bai Y(t) = H (x(t)), 
t+vry(t)eT*o. 
E' quindi ovvio che i problemi sorgono dai punti stazionari del 


2 
variante dh (0), pe DIE la cui matrice viene chiamata matrice fondamentale o 


campo vettoriale LI ossia dai punti di x,. In tali punti è definito in modo in 


hamiltoniana e denotata con Fplo). 
L'analisi di Flo)» pe, dà luogo a una sorta di classificazione 
che ha conseguenze anche a livello di buona posizione del problema di Cauchy e 


di propagazione delle singolarità. Vale il teorema 


Teorema 1.[3]. Esistono al più due autovalori reali di Fo (in un 
punto p € Lo)» +A,X20, e si ha sp(F,(0))c i RU{+X,-A}. Inoltre esiste una 


trasformazione simplettica di Te che muta la forma quadratica 


I-4. 


o(z,F (0)2) sZ T,T*a in una delle seguenti forme quadratiche 


a) 


b) 


kta 


2 2 è 2 
i u.(y. + n.) + » Mi FI - 2n_n (K+£<N), 
tesi do a J Eerzti 4] ntl n ntl 
k k+L 
2 2 2 2 
Yo nilyi + n°) + )oni-n 
Fi dg Jj terzs1 j n+l (K+g<n+1) 
k K+L 
2 2 2 
Do uglyi + n) + DO ni+ 24 yn4j" (K+e<n+1) 
Qui 0 ga j nt1 nt 


ove u;20 , j31,...,k, 120. I casî a), b), c) si escludono a vicenda [3]. 


In seguito supporremo anche che Lo sia una varietà C° di T*a. 


Vale il seguente risultato: 


(3) 


ove 


Teorema 2. [4]. Supponiamo che p si possa scrivere nel modo seguente: 


p(ix,E) = AEM, E) + at), 


î 5 i 1 2 ; 
A(x,E) ni ESOGE A M(x,E) E ESTEOGE Di \sueSc ,9> 0, ESA » per CUI 


(4) 


(5) 


{A,9} <(q 


|{A,M}] <q+ |A-M|. 


Indichiamo con Tr un aperto conico della forma T = {(x,E) ET* Q| (x E") elxr', 


EoE R}. Allora 


1) Se yCT è una curva integrale di Hi e YO #9 allora CE 


2) Se Po € WaDii »% è la curva integrale di H per po? wccr , V 3 Po? si 


ha 


(o) 
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dist(1, NV, E )> 0. 


n 2 


I] teorema precedente è implicato da ipotesi geometriche: 


Teorema 3. [4]. Supponiamo che, con le notazioni di sopra, 


TE) per? dim ker Fpl9) = dim DE 
RI) codim Lo = cost. 
R2) °|rr ha rango costante 

2 


SPL) per, > ker F°($) 0Im FA(0) = {0} 


Allora p si può scrivere nella forma (3) con (4) e (5) verificate. 


Teorema 4. [5]. Sia pe, un punto in cui vale la forma c) del teo 


2 
rema 1. Allora l'insieme delle curve integrali di Ho passanti per p è composto 
da due curve C° che si incrociano trasversalmente in p. 

Se V, sono gli autovettori associati a + A e sp{F,(e)) si ha che 


V, sono tangenti in p alle due curve bicaratteristiche. 


I teoremi 3 e 4 sono dunque esempi di due casi opposti: nel primo 
non vi sono bicaratteristiche che hanno punti limitati su Lo» nel secondo vi 


sono solo due bicaratteristiche che tagliano x, in modo trasverso con direzione 


2 
nota. 


La situazione è meno precisa quando l'operatore è riconducibile al- 
p 


la forma a) del teorema 1. Si ha 


Proposizione 5. ([2]). Valgono TE), RI), R2) del teorema 3. Inoltre 


2 2 
=> ker F OImEF # 10}. 
2 pl9) pl9) 
Allora esiste una funzione S(x,&) definita su un aperto T di T*9, 
MEDIO tale che 0 # H_(p)e ker F5(0) n Im FO(0), e una funzione A(x,&) definita 


sur, per cui H, (o) = -Fpl9) H.(p), per, 


e tali che p si può scrivere nella for 


1-6. 
ma (3) con (4) e (5) verificate se e solo se 


(6) o(H,s a} (9) 5 Flo) H (0))=0 , per 


{S3A} 2° 


Osservazione. Non è difficile rendersi conto che la (6) è una con 
dizione sul 3-jet di p vicino a Lo. 
Più precisamente si ha che (v. [2]) (6) equivale a: 


(6') i) (HEP)(p) = 0 
ii) (H,HÉP)(0) = 0 VA, € InF5(0)/(ImFÉ(0) rker FX(0)); 
VoE Lo 


Nelle ipotesi della proposizione 5 si possono fare esempi in cui 
(6) non vale e quindi non vale il Teorema 2, nei quali esistono curve integrali 
di Ho che hanno punti limite su Lo. L'esempio riportato di seguito è dovuto a T. 


Nishitani. 


Proposizione 6. [6]. Siano dj i=0,...p-la ri s i=1,...,p reali e 
positivi. Allora esiste una scelta di p numeri reali ejsi3l,...;P tali che, po 


sto 
dee Pata AI ATEO 
PiXaE) Set a int Aitin LL Hip 
1=0 1=1 i=l 
si ha: 


i) p soddisfa le ipotesi TE), RI), R2) e II) della proposizione 5. 


ii) Esiste una curva bicaratteristica contenuta in x, che ha un punto limite 


1 
inc. 
Osservazione. E' ovvio che un tale p non verifica la (6). 
Un risultato generale è stato provato da T. Nishitani quando 
codim x,=3. 


2 
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Proposizione 7.[6]. Supponiamo che p verifichi TE), R1), R2), II) 
e che codim 1,73. Allora condizione necessaria e sufficiente affinché non vi 
siano curve integrali di H, contenute in Dr con punti limite su Lo è che valga 


la condizione (6). 


La situazione in generale è un po' più com licata; in codimensione 
g 


arbitraria di DI vale il risultato: 


Proposizione 8.[1]. Supponiamo che p verifichi TE), R1), R2) e II. 
Supponiamo inoltre che (H°p)(0) #0}; pEr. Allora esiste una bicaratteri- 


stica nulla di p che ha un punto limite su Lo. 


Tenendo conto della Proposizione 5 la Proposizione 8 si può anche 


riformulare: 


Proposizione 8'.[1]. Supponiamo che p verifichi TE), R1), R2) e II 
e che valga la (6') ii). Allora sono equivalenti le affermazioni: 


i) p ammette una fattorizzazione del tipo (3)-(5); 
ii) non esistono bicaratteristiche nulle di p con punti limite su Loi 
iii) vale (6') i). 


Il comportamento delle bicaratteristiche "eccezionali" si può pre- 


cisare: 


Proposizione 8.[1]. Sia p come nella Proposizione 8. Sia 
[0,te[3s—y(s) una bicaratteristica nulla di p tale che lim y(t) = per... 


t ++0 H (3) 2 
e p 
Supponiamo che esista il lim Lt = vET-(T* pb, Mora vee, 
toto 19(t)] p TH, (o) | 
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